
1 
 

三次函數的圖形特徵 
動機 
三次函數有別於國中小學過的㇐次與二次函數，三次函數圖形的曲線也有別

於㇐次函數的直線與二次函數的拋物線。希望從三次函數的曲線圖形觀察，

了解三次函數的特性，再轉換為代數運算，以驗證圖形觀察的結論。 

目標 
1. 利用描點法畫出簡易三次函數的平滑曲線。 

2. 透過 GeoGebra 教學網站的工具，畫出自訂係數的三次函數圖形，進行

細部觀察與分析。 

3. 分別分析三次函數 y=ax3+bx2+cx+d 的四個係數 a, b, c, d 對函數圖形的

影響。 

4. 針對三次函數的對稱中心，以及函數圖形平移特性，透過模擬圖形觀察後，

以實際例題計算，來驗證觀察結果。 

過程與成果 
1. 利用描點法畫出四個簡易三次函數的平滑曲線，並觀察其特性。 
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A. 三次函數的圖形均有明顯的對稱中心(此四個三次函數均對稱於原點)。 

B. 三次項 x3 係數的正負號，會決定圖形是從第二象限遞減至第四象限，

或者是從第三象限遞增至第㇐象限。 

C. 若兩個三次方程式，只有三次項 x3 係數的正負號不同，則兩個方程式

的圖形會對稱於 Y 軸。 

D. 三次項 x3 係數的絕對值越小，其圖形的水平範圍越寬。 

2. 透過網路上的 GeoGebra 數學軟體，可設定欲觀察的三次函數係數，自

動畫出三次函數圖形，來進行細部觀察與分析，並完成學習單的結論㇐。 

 

 

3. 藉由改變三次函數 y=ax3+bx2+cx+d 的係數 a, b, c, d，觀察產生的三次
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函數圖形。 

 
A. 不管如何改變 a, b, c, d 四個係數的值，三次函數的圖形都是如下的

四種類型之㇐。 

 
B. 若係數 a >0，三次函數圖形為左下往右上(如上圖的 1 與 2)， 

若係數 a <0，三次函數圖形為左上往右下(如上圖的 3 與 4)。 

C. 若固定 a, b, c 係數(-1, -3, -2)，只變化係數 d，可發現圖形僅有垂直

方向的平移。(下圖中，d 的值分別為-4, -2, 0, 2, 4) 
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D. 若固定 a, c, d 係數(-1, -2, -3)，只變化係數 b，可發現圖形的波峰波

谷變異度有所變化。(下圖中，b 的值分別為-4, -2, 0, 2, 4) 

             
E. 若固定 a, b, d 係數(-1, -3, -3)，只變化係數 c，可發現圖形的波峰波

谷變異度有所變化。(下圖中，c 的值分別為-4, -2, 0, 2, 4) 

             
F. 從觀察 D 與觀察 E 中，發現僅變動係數 b 或 c 並無法歸納出明確的

特性。根據已學過的函數重整技巧，任意三次函數 y=ax3+bx2+cx+d，

均可重整為 y=px3+qx+r，將三次函數的四個係數簡化成三個係數。 

G. 依據觀察 F 的函數重整方式，除了先固定 a 與 d 係數(-1, -3)之外，

再將係數 b 設為 0，只變化係數 c，可發現除了圖形的波峰波谷變異

度有所變化外，函數圖形的對稱中心亦可維持不變。(下圖中，c 的值

分別為-4, -2, 0, 2, 4) 
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H. 除了常數係數 d(=-3)之外，針對變數係數 a 與 c，經過多種係數組合

設定，可發現若 a*c>0，則圖形維持遞增或遞減的走向；若 a*c<0，

才會有波峰波谷形狀的出現，而 c=0 時，則在對稱中心附近有接近

水平的走勢(其實是準備要出現峰谷狀態了)。下圖中(a, c)的值分別為

(-1, -2), (-1, 0), (-1, 2), (1, -2), (1, 0), (1, 2)。 

                
4. 三次函數的圖形必定具有對稱中心，也就是穿過對稱中心的任㇐直線，

只要與三次函數圖形曲線有其他兩交點，對稱中心會落在其他兩交點的

中心位置。 

A. 可透過模擬軟體，先觀察簡單的三次單項函數(y=px3)的圖形，其對稱

中心是原點，對於穿過對稱中心 O 的任意直線(可透過改變斜率 m 來

指定)，若與三次函數圖形另有兩個交點(A and B)，則可看到𝐴𝑂與𝐵𝑂

的距離⾧度相同。 

            
B. 即使是三次函數的㇐般表示 y=ax3+bx2+cx+d，透過設定 a, b, c, d

不同的係數值，㇐樣可看到函數圖形具有對稱中心，且穿過對稱中心

A 的任意直線(斜率 m)與函數曲線的另兩個交點(B and C)，同樣具有
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𝐴𝐵 = 𝐴𝐶的特性。 

   
5. 由於三次函數 y=ax3+bx2+cx+d 可以轉化成 y=a(x-x0)3+b(x-x0)+y0，

三次函數的對稱中心就是(x0, y0)。 

 

6. 觀察兩個三次函數 y=px3+qx 與 y=p(x-h)3+q(x-h)+k，其對稱中心會從

A(0, 0)移至 B(h, k)。也就是，雖然圖形雷同，但會往(ℎ, 𝑘)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 的方向平移。 
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反思 
1. 利用手動描點法畫出三次函數的平滑曲線，的確很費工，圖形也無法很

精確。此次透過 GeoGebra 教學網站提供的工具，可以很方便地描繪出

自行設定係數後的三次函數圖形曲線。 

2. 透過細部觀察各種模擬的三次函數圖形曲線，可以很方便地分析出三次

函數各係數對圖形曲線的影響性。 

3. 透過細部觀察各種模擬的三次函數圖形曲線，可以很方便地分析出三次

函數的對稱中心，以及函數圖形平移特性。 

4. 最後，進行各種實際例題計算時，腦中很容易地浮現出對應的三次函數

圖形曲線。對於例題計算結果，也很容易判斷出是否有明顯錯誤。所以，

先透過圖形觀察與分析，對於實務例題的代數計算，有很大的學習助力。 
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附件—學習單 
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